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EINLEITUNG 
Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Zerlegungsmatrizen der Gruppen 
P&5(2, pf) fur alle Primzahlen q mit q ] [ PSL(2, pf)$ zu berechnen. Die 
Tafel der komplexen Charaktere ist fur diese Gruppen bekannt. Wir be- 
trachten unsere Darstellungen stets iiber einem q-Zerfallungskorper L der 
Gruppen PSL(2, pf). Den Ring der ganzen Zahlen von L bezeichnen wir 
mit 1, das maximale Ideal in I mit q und den Restklassenkorper I/q mit E. 
Aus der Betrachtung der Konjugiertenklassen von q’-Elementen und 
ihrer Zentralisatoren erhalt man die Anzahl der Bliicke zu den jeweils 
moglichen Defekten. AuBer im Fall VIII existieren stets nur Bliicke von 
maximalem Defekt und solche vom Defekt 0. 
In den Fallen I bis VI sind die q-Sylowgruppen zyklisch. Hier konnen wir 
einige Satze von Dade verwenden. (Siehe dazu [l, 9681). Wir werden in 
diesen Fallen such die Brauerbaume zu den einzelnen Blocken aufzeichnen. 
Im Fall VIII sind die q-Sylowgruppen Diedergruppen. In diesem Fall 
macht Brauer (Siehe [3]) eine Aussage iiber die Anzahl der irreduziblen 
komplexen Charaktere im l-Block, der hier der einzige Block vom maximalen 
Defekt ist. AuBer dem l-Block treten noch Bliicke vom Defekt a - 1 und 
vom Defekt 0 auf, wobei qa die Ordnung der q-Sylowgruppe ist. 
In den Fallen VII und IX ist die Kenntnis der irred. z[Q5] - Moduln 
notwendig. Man berechnet die Zerlegungsmatrizen fur die kleinsten Gruppen 
( f = 1, 2,...) und versucht daran die allgemeine GesetzmaBigkeit abzulesen. 
BEZEICHNUNCEN 
L = q-Zerf;illungskbrper der Gruppe (5 mit Bewertung zu. 
I = {x [ .XEL, W(X) > 01. 
q -== 1.x I SEL, W(X) > 01. 
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E == der endliche K&per 1/q. 
N&I) = Normalisator der ITntergruppe ZI in CC,. 
C&l) = Zentralisator der Untergruppe U in (5. 
% =: Charaktergruppe der abelschen Gruppe ‘$1. 
8” = Konjugiertenklasse des Elementes A in 6. 
I. (6 == PSL(2, 29, q I 2f - 1 
Die Gruppen PSL(2,2f) haben eine Partition {?JY, ZI”, W i s t PSL(2, Zi)). 
Dabei ist p elementarabelsch der Ordnung 21, 11 zyklisch der Ordnung 
2’ - 1, 9 zyklisch der Ordnung 2f 2 I. Fur die Gruppenordnung gilt 
IPSL(2,2’)1 = (2f- I).2f,(2f + 1). 
Clzaraktertafel der PSL(2, 2?) 
II1 1 1 1 
a! 2f 0 1 -1 
$5 2f + 1 1 T(C) + V(E) 
Y* 2f-1 -1 0 -(y( c-) p T( 1;)). 
Dabei durchlauft 17 die 2f - 2 irreduziblen Charaktere von I( mit q =+ 1 
und y die 2’ irreduziblen Charaktere von 0 mit y # 1. Es gilt ~6 =-_ ~(fi 
genau fur or =: 72 oder qr = qz und yr* = yz* genau fur yr = y2 oder 
Yl = Y2 . Die dritte Zeile liefert also &(2f - 2) = 2f-l - 1 irreduzible 
Charaktere Ye”, die vierte Zeile 3 . 2f =: 2’~1 Charaktere y*. 
In unseren Fall sind die q-Sylowgruppen zyklisch, sodal wir [ 1, Theorem 
68. l] anwenden kiinnen. Setzen wir U = G x Q mit j G / := m und I == qa 
wobei (m, q) = 1, so sieht man sofort: Die Anzahl der q’-Klassen von 
PSL(2,2f) ist (m - I)/2 + (l/2)2’ -t 2. Da die Blijcke vom maximalen 
Defekt gleich der Anzahl der q’-Klassen (A@j} mit 4” 1 j C’@(A)~ sind, gibt es 
((nz - 1)/2) + 1 Blijcke vom maximalen Defekt. Aus der Charaktertafel liest 
man ab, da13 es genau 8 2f = 2(-r Blocke vom Defekt 0 gibt. 
Sei ‘i, Defektgruppe des I-Blockes B, . Dann ist a eine q-Sylowgruppe 
von (5. Die Anzahl e der irreduziblen Brauercharaktere von B, ist ein Teiler 
von 1 LV~~(a)/C@)~. Wegcn j C’,(a)i ~: : 11 1 :-= 2f ~ 1 und X,5(%) = 2 I II j 
gilt e 1 2. Da der l-Block B, nicht nur einen irreduziblen Brauercharakter 
haben kann folgt e : 2. Wir sehen damit such, daB auBer den Blocken von 
maximalem Defekt und denen vom Defekt 0 keine weiteren mehr existieren. 
Mit [I, Theorem 68.11 folgt nun dal3 im l-Block B, genau 2 + (4” - I)/2 
irreduzible komplexe Charaktere liegen. Tn allen anderen Blocken vom 
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maximalen Defekt Iiegen 1 irreduzibler Brauercharakter und q” irreduzible 
komplexe Charaktere, wie man aus der Anzahl der Bldcke vom maximalen 
Defekt und der Anzahl der irreduziblen Brauercharaktere ersieht. 
W’ir wollen zuerst die irreduziblen komplexen Charaktere aus dem Block 
23, bestimmen. Wir benutzen dabei, da0 nach [l, Theorem 68.11 nur die 
Zerlegungszahlen 0 und 1 auftreten. Urn herauszufinden, ob zwei irreduzible 
Charaktere zum gleichen Block gehiiren, verwenden wir folgendes Kriterium: 
Zwei irreduzible komplexe Charaktere x und x’ gehdren genau dann zum 
selben Block, wenn gilt 
/ G@j m z i GKJ ( s (q), 
x(E) 
fur alle q’-Elemente G aus ($6. 
SeiPE’& 
pq”(p)=...). 
4E) ’ 
,pG l(p) - = (2f + 1)(2f - 1). 
l(E) 
Also gilt 
Damit haben wir gezeigt, da8 LY im l-Block B, liegt. Der Brauerbaum von 
B, hat somit folgende Gestalt 
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wobei in der Mitte noch $(q” - 1) Charaktere y”j sitzen. We oben sieht man, 
daB gilt 
fur alle 71~. 
Die entsprechende Kongruenz mit CT t 3 entscheidet also, welche ?i6 im 
1 -Block B, liegen. 
Wegen II =; G x C kann man jeden Charakter 7 von II schreiben als 
7j ==X.#mitXEGund#EG. 
Wir betrachten die irreduziblen Charaktere qi = xi lc mit lc -+- xI E 9 
und 1 t der triviale Charakter von 6. Fur alle Elemente A E S gilt ~(-4) == I. 
Sei L’ ein q’-Element aus II, also UE G. Dann gilt 
Damit gilt 
Also liegen alle 7,” im l-Block B, . Da yiG 1 iji’ und vi f ?ji fiir alle i gilt, 
crhalten wir gerade alle restlichen Charaktere aus dem l-Block B, , namlich 
$(I 0 I - 1) = $(y” - 1) Stuck. S . er nun Z& ein von 1 verschiedener irre- 
duzibler Charakter von 6. Die Charaktere (xi . #,.)@ mit x, E 6 stimmen auf 
den q’-Elementen von II iiberein, und liegen somit alle in einem Block. 
Wegen xi * tij 6 (xi, 4/‘j 1 x,, E6} gilt (xi . $i)6 si (xi, . $j)” fur i + i’. Wir 
erhalten also I 52 r= y” Charaktere, die im selben Block liegen. Da kein 
Block mehr als q” Charaktere enthalt, sind das gerade sgmtliche Charaktere 
dieses Blockes. 
Damit ist die Gestalt des Brauerbaumes der anderen Bliicke von maximalem 
D efekt bestimmt : 
Die Charaktere (,yj {+!J~)@ mit 4j f 1 bleiben demnach irreduzibel 
wohingegen die Charaktere (x,. . 1 =)fi in zwei irreduzible Brauercharaktere 
zerfallen. 
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Die Zerlegungsmatrizen zu den Blacken vom maximalen Defekt sehen 
also folgendermal3en aus: 
Fur den l-Block: 
Fur die anderen Blijcke 
vom max. Defekt: 
1 
1 iI 1 . i 
II. lJ = PSL(2, 29, q I 2f + 1 
Wirzerlegen%in!U = G x Q mit 1 Q 1 = q”, 1 G 1 ==m, (q, m) =z 1. 
So wie oben erhalten wir dann: Anzahl der q’-Klassen, ((m - 1)/2) + 
(1/2)(2f - 2) + 2; Anzahl der Blijcke vom maximalen Defekt, ((m - 1)/2) + 1; 
Anzahl der Bliicke vom Defekt 0, (1/2)(2f - 2). 
M’iederum hat der l-Block B, zwei irreduzible Brauercharaktere und 
2 + (1/2)(q” - 1) irreduzible komplexe Charaktere. Alle anderen Blijcke 
vom maximalen Defekt haben einen irreduziblen Brauercharakter und qn 
irreduzible komplexe Charaktere. Ganz analog wie oben ergeben sich 
folgende Brauerbaume: 
Zum l-Block B, 
i 
1 0 2--l 
cl! -cl Id* 
Zu den anderen B&ken vom maximalen Defekt 
(Xl “9i)” 
Zf-1 
{(,Q . #j)* 1 k +‘I, #j f 1~ fest} 
Zerlegungsmatrizen 
Zu den anderen Blocken 
vom max. Defekt: 
III. (si x PSL(2, pf), pf = I (4), 2 # q I pf - 1 
Die Gruppen PSL(2,pf) haben eine Partition {‘$3x, U”, ‘13~ 1x E Q} mit: 
‘$3 elementarabelsch der Ordnung pf, U zyklisch der Ordnung +(pf - l), 
23 zyklisch von der Ordnung $(pf + 1). Die q-Sylowgruppen sind zyklisch. 
Fur die Gruppenordnung gilt 1 PSL(2, pf)] = +(pf - I) . pf (pf + 1). 
481/40/1-6 
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Charaktertafel der PSL(2, pf) fiir p/ =: l(4) 
E Pl p.j C'EU-a! T/E%-@ 
I 1 I I 1 
Pi 0 0 1 -1 
pf I 1 1 
$(p' + 1) +(I +- (pf)'i') $(I --:pf)':") 
7(U) + q 18-j 0 
X(U) 0 
;(pr I I) $(I _1(pf)':2) &(l + (pf)““) A( cl) 
pf ~ 1 -1 0 -(S( P)l S( T/J) 
Dabei durchlauft 7 die irreduziblen Charaktere von U mit 7 + 7j, die 
dritte Zeile liefert also $(I II i - 2) = a(pf - 5) verschiedene Charaktere. 
Es durchlauft 6 die von 1 verschiedenen Charaktere von 9, die sechste 
Zeile liefert also $(I 2J ’ - 1) = t(pf - 1) verschiedene Charaktere. In der 
vierten und fiinften Zeile sei X der Charakter von U mit A # 1 = X2. 
Wir setzen wieder ZI = G x Q mit 1 0 / = q” und ~ 5 1 = m, (m, q) =-- I. 
Dann folgt: Anzahl der q’-Klassen, 3 + (m/2) + (1/4)(pf - 1); Anzahl der 
Blocke vom maximalen Defekt, (m/2) + 1; Anzahl der Blocke vom Defekt 0, 
(l/4)(Pf - 1). 
Da fur zwei verschiedene q-Sylowgruppen g1 und Ba stets gi r\ 3% = 6T 
gilt, gibt es keine weiteren Blocke. Wegen 1 Ns(~)/Ca(k)l = 2 fur jede 
g-Sylowgruppe 3, folgt, daB die Blocke vom maximalen Defekt entweder 
einen oder zwei irreduzible Brauercharaktere enthalten. Also gibt es auBer 
dem I-Block B, noch einen Block B, von maximalem Defekt, der zwei 
irreduzible Brauercharaktere enthalt. Alle anderen Bliicke haben nur einen. 
Wir bestimmen nun zuerst wieder die irreduziblen Charaktere die in B, 
liegen. Man rechnet leicht nach, daB 
fur alle g’-Elemente G gilt. Also liegt 01 im I-Block B, . Damit hat der 
Brauerbaum von B, folgende Gestalt: 
0-m L---3 d ---3 
I a 
In der Xlitte liegen noch +(qa - I) Charaktere 7’. 1st 7 E z^r, so gilt 7 : : 
x # mit x E Q und # E e;. Man rechnet nun wieder sofort nach, dal3 die 
(1/2)(q” - 1) Charaktere (xi . 15)’ mit 1 # xi E 6 im l-Block liegen, also 
gerade die noch fehlenden Charaktere sind. Fiir den Brauerbaum von 
B 2 mu8 gelten: 
t(lJft1) ~(D'i~l) c--2-.----i---.---3 
Yl yz 
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In der RIitte liegen noch +(a” - 1) Charaktere q6. Sei I,!J E (? mit # # 1 = #“. 
Es ist klar, da8 die &(qa - 1) Charaktere {(xi . $)@ 1 xi # lo} im selben Block 
liegen. Ebenfalls liegen die Charaktere ((xi . #JO 1 xi E a} mit y5j E (? - { 1, #} 
im gleichen Block. Das sind wegen (xi. gLj) $ {(xlc. &) j xB E a}, #j E G - {I, $1 
genau 9” Stuck. Die Anzahl dieser Mengen ist gerade m/2. Da neben dem 
l-Block B, aber genau noch m/2 weitere Blijcke aufzufiillen sind, ist die 
Aufteilung der Charaktere in die Blocke geklart. 
Fur die Brauerbaume gilt: Fur B, , 
Fur B, , 
c----------------o 0 
Yl (Xi . +I0 Yn 
1 j- Xi& 
Fur die anderen Bliicke vom maximalen Defekt. 
(Xl ‘“*i)O {(Xi . #JJO LA 6 - {Xl>> 
mit #j E G - (I, $} fest. 
Wir erhalten die Zerlegungsmatrizen: 
1 o- 
0 1 
1 1 
. . . . 
i i- 
Fur die anderen Bliicke vom max. Defekt, 1 
1 
11 
1 
i 
I\‘. 05 = PSL(2, pf), pf = l(4), 2 # q I pf + 1 
Setze: % = G x Q I Q / = pa, 1 6 j = m, (m, q) = 1. Anzahl der q’- 
Klassen, 3 + (1/4)(pf - 1) + (m. - 1)/2; Anzahl der Blocke vom maximalen 
Defekt, 1 + (m - 1)/2; Anzahl der Blocke vom Defekt 0, (1/4)(pf - 1) + 1. 
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Also ist der l-Block B, der einzige Block mit zwei irreduziblen Brauer- 
charakteren. Alle anderen haben nur einen. Analog wie oben erhalten wir 
folgendes Ergebnis: 
Fur B, , Brauerbaum: 
c- o 
1 a: {(Xi . Ia)* (Xi E Q - (1)) 
Zerlegungsmatrix: 
1 0 
1 1 
I1 
0 1 . 
. . . . 
0 i 
Fur die anderen Bliicke vom maximalen Defekt, Brauerbaum: 
(Xl ’ *j)” {(X; ’ l/j)” i Xj s x1, 1 z-1 (CI, fest) 
Zerlegungsmatrix: 
1,'. oj = PSL(2, pf), pi -1 --l(4), 2 ‘~ q p’ - 1 
Charaktertafel der PSI42, pf) fiir p/ :- - l(4) 
E Pl Pz [i E I( - e I,-(& ‘11 - Q 
-. .~ 
/3f 0 1 0 1 1 I -1 1 
pf + 1 1 
$(pf--1) ;(--I-(-p')'!") +(-l-;-p’)‘:‘) 
7)( ci)+j( Ci) 0 
0 -A( L-) 
.;;':' $(-lI;-pf)") ;(-1 -f~~(-p')'q 0 -X(V) 
-1 0 -(S( q+& V)). 
Dabei ist X der Charakter der Ordnung 2 von 3. In der dritten Zeile treten 
die von 1 verschiedenen Charaktere von II auf, das liefert -:(I \I i ~ 1) -: 
l(pf - 3) verschiedene Charaktere q(F’. In der sechsten Zeile treten alle 
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Charaktere S von ?B mit S f S auf, das liefert genau &(I % 1 - 2) = $(p’ - 3) 
verschiedene Charaktere S*. 
Setze: U = G x Q 1 n ; = qa, j G j = m, (m, q) = 1. Dann gilt: Anzahl 
der q’-Klassen, 3 + (1/4)(pf + 1) + (m - 1)/2; Anzahl der Blijcke vom 
maxmalen Defekt, ((m - 1)/2) + 1; Anzahl der Blbcke vom Defekt 
0, (1/4)(pf + 1) + 1. 
Das bedeutet wieder, da8 nur der I-Block zwei irreduzible Brauer- 
charaktere enthalt, alle anderen Blocke nur einen. 
Man rechnet wieder nach, daB 01 in B, liegt. Weiter folgt da8 die Charaktere 
((Xi. 16)” xi EfwlH in einem Block liegen. Ebenfalls liegen die Charaktere 
{(Xi . #j)’ I Xi E a} fk *j # 1G in einem Block. Das sind ((m - 1)/2) + 1 
Mengen, und genauso viele Blocke von maximalem Defekt sind zu fullen. 
5Iit I((xi 1 G)@’ 1 xi E 6 - { l}}[ = (1/2)(q” - 1) und /{(xi . #j)6 j xi E 6}1 L- qa 
fur $j + lG folgt, da13 die Charaktere (xi . 1~)~ im l-Block liegen, und die 
anderen AIengen jeweils gerade die komplexen irreduziblen Charaktere 
eines Blockes von maximalem Defekt sind. 
W’ir erhalten folgendes Ergebnis. Zu B, , Brauerbaum: 
o- 1 n------- 
,,f 
1 (Xi . w a 
xi g 1G 
Zerlegungsmatrix: 
1 0 
0 1 11 1 1. . . . . i i 
Fur die anderen Blocke vom maximalen Defekt, Brauerbaum. 
Zerlegungsmatrix: 1 
1 
II 
1 . 
i 
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VI. 6 = PSL(2,pf),p' = -I(4), 2 +~ y ! pf -t 1 
Setze: 93 = G x C, 1 XJ 1 = qa, 1 6 i = WZ, (m, y) = 1. Dann gilt: Anzahl der 
q’-Klassen, 3 + (I/4)(pf - 3) + (m/2); Anzahl der Blijcke vom maximalen 
Defekt, (m/2) + 1; Anzahl der Blocke vom Defekt 0, (l/4)($? - 3). 
Also gibt es neben dem l-Block B, noch einen Block B, von maximalem 
Defekt, der zwei irreduzible Brauercharaktere besitzt. Sei IG der triviale 
Charakter von 6 und # der Charakter von 6 mit 4 + 1 = 4”. Es ergibt sich 
folgendes Resultat. Zu B, , Brauerbaum: 
Zerlegungsmatrix: 
Zu B, , Brauerbaum: 
Zerlegungsmatrix: 
1 0 
0 1 iI 1 1 . . . . . i i 
Fur die anderen Blijcke von maximalem Defekt, Brauerbaum: 
Zerlegungsmatrix: 
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Damit haben wir die FHlle behandelt, in denen die g-Sylowgruppen 
zvklisch sind und wir [l, Theorem 68.11 anwenden konnen. 
Es bleiben noch die folgenden drei Falle: (VII), PSL(2, 29, q = 2; 
(VIII), PSL(2,p9, q = 2; (IX), PSL(2,p3, q = p. 
VII. Qj = PSL(2, 2f), q =z 2 
Wir wollen zuerst die Frage nach den irreduziblen i;[G]-Moduln klaren. 
\Vir zitieren dazu folgenden Satz (Siehe [4]): 
SAT-Z 7.1. Sei V der natiirliche Modul zu 6, der ein Vektorraum der 
Dimension 2 iiber GF(2f) ist. Seien V = VI ,..., V, die zu V iiber GF(2) 
algebraisch konjugierten i2loduln. Dann sind die Tensorprodukte Vi, @ ... 0 1:., 
mit 1 < i, < iz < ... < i, < f bis auf Isomorphie die samtlichen irreduziblen 
L[6]-Moduln. 
7.2 Bezeichnungen. Sei I = (il ,... , $1 _C {I ,..., f 1 = F. Wir bezeichnen 
im Folgenden den Modul vi1 @ ... @ VdT mit V, und den Brauercharakter 
van 17, mit p, Fur I E 8 : = {I / I C F} definieren wir die Menge 
PI(I) := 6 < i] ap-1 ~ I a,E{l, -l}, k=l j 
wobei I = {il ,..., i,}, 
ILlit I’ bezeichnen wir das Komplement von I in F. 1st I = O, so sei 
%(I) = (01. Es sei PC,> iu = 7 + 7~’ mit (7) = z^r und /3{r11a = y + y-l 
mit (y) =-_ 8). Wir schreiben dann die 7ai als qi@ fiir 1 .< i < 2f+l - 1 und 
die y* als yi* fur 1 .< i < 2f-‘. 
SATZ 7.3. Es treten nur die Zerlegungszahlen 0 und 1 auf. 
Beweis. Wir brauchen die Aussage natiirlich nur fiir die Charaktere 
rlfi und y* zu beweisen. Sei $s = Clag d$, die Zerlegung von T@’ in irreduzible 
Brauercharaktere mit (X = {Z 1 I C F, d, > 0). Die PI mit d, = 0 seien nicht 
aufgefiihrt. Schranken wir p, auf die 2’-Gruppe !B ein, so folgt Br,B = xyz 
x,,yj wobei yj die Charaktere von 23 sind. Dann gilt 
Es folgt 
c drs,, =: 1, fur alle j = I,..., 2f + I. 
Id! 
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Wegen d, > 0 und xjI > 0 gibt es fur alle j genau ein Ij mit xjIj + 0. 
Es folgt xjI, = d,j = 1. Sei I, beliebig aus E. Dann gibt es einj, mit yj,, f 0. 
ES folgt I,, = Ij und d,, = d,, = 1. Wir haben damit gezeigt, daS die 
Zerlegungszahlen der q6 nur dce Werte 0 und 1 annehmen. Mit Hilfe van 
y* ]I[ = pu beweist man dasselbe fur die Zerlegungszahlen der y*. Q.E.D. 
Den folgenden Hilfssatz geben wir ohne Beweis an, da dieser rein 
kombinatorischer Art ist. 
HILFSSATZ 7.4. (a) Fiiv 0 ij < 2f - 1 gilt 
{k~kE?)I(I),jE2I(I’),IE$j) -{k~K~j(2),O<k<2f- 1 -jj. 
(b) Fiir 0 < j < 2f - I gilt 
{k 1 k E %(I), 2f - 1 - j E ‘%(I’), I E 3: = {k 1 k = j (2), 0 < k : ;j). 
HAUPTSATZ 7.5. Sei qjrfi = 1 + &+,ES d&l, die Zerlegung aon $6 in 
irreducible Brauercharaktere, so gilt 
djj, = 1, fiir (j,2f- 1 -j}n41(1’)+ 0 
= 0. sonst. 
Wir beweisen diesen Hauptsatz iiber einige Hilfssatze. 
DEFINITION 7.6. Fur 1 < j -< 2f-l - 1 setzen wir 
K(p) = 1 -:- 2 p, 
dlil 
I’el3j) 
mit e(j) = {I I 1 C F, j oder 2f - 1 - j E %(I)}. 
ZERLEGUNGSMATRIZEN DER P%(2,p’) 87 
mit 
Sei 
a, = 1 fur k + j, k<2f-l-j, 
= 1 fiirk-j, k <j, 
zzz 0 sonst. 
k E {I,..., 2f - 21, k${j,2f- 1 -j]. 
Fall 1. k L= j(2). 1st k <j, so a, = 1 und a,f_i-,, = 0 wegen 
2f- 1 -k+j(2) und 2f-l-k>‘2-l-j. 
1st k > j, so aL: = 0 und a2f-1--h. = 1 wegen 
2f- 1 -k+j(2) und 2f--1-k<2f-l-j. 
Fall 2. k *j(2). 1st k < 2f - 1 - j, so a& = 1 und ~a~_,-, = 0 wegen 
2f - 1 - k G j(2) und 2f--1-k>j. 
1st k > 2j - 1 - j, SO a, = 0 und a2f-1--L = 1 wcgen 
2f - 1 - k = j(2) und 2f-1-kkj. 
AuSerdem gilt aj = 1 = u2f-r-j . Es folgt: 
2’-2 
1 + C a,(+ + 7]-“) = pu + ~j + 7-j. 
k=l 
Q.E.D. 
HILFSSATZ 7.8. K(?j6) Is = qj@ Izl = pa. 
Der Beweis dieses Hilfssatzes verlauft analog dem Beweis des vorigen 
Hilfssatzes. 
Aus den Hilfssatzen 7.7 und 7.8 folgt Hauptsatz 7.5. Genauso wie 
Hauptsatz 7.5 beweist man den folgenden Hauptsatz 7.9, der die Zerlegungs- 
zahlen der yj* beschreibt. 
HAUPTSATZ 7.9. Sei yj* = 1 + 1 ,++lc5 djl/3, die Zerlegung van yj* in 
irreduzible Brauercharaktere, so gilt 
dj,=lfiir(j,2f+l-j}n’U(I’)+O 
= 0 sonst. 
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Als Beispiel diene die Zerlegungsmatrix der Gruppe PSL(2, 8): 
/ 1 /3111 Pf2} P(3) Ph2) P(131 Ptnsr /%23) 
17 16 
71 
26 
rl 
36 
Y 
1* 
Y 
2* 
Y 
3* 
4* 
Y 
a 
I 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 I I 
I 1 1 
y111. cc, = PSL(2,p9, q == 2 
(a) Sei pi = l(4). Wir setzen II =- G x G mit i is / = 2a-1 und / G / = m 
2 7 m. Es folgt: Anzahl der 2’-Klassen, 3 + $(pf - 1) $- i(rn - 1); Anzahl 
der Blijcke vom maximalen Defekt, 1; Anzahl der Bliicke vom Defekt 0, 
:,(pf - 1). 
Durch nachrechnen der Kongruenzen sieht man, daI3 die Charaktere 01, 
Yl F und y2 im l-Block liegen. Fur 77 E a setzen wir 11 := ,y .# mit x E fi und 
# E e. Wiederum mit Hilfe der Kongruenzen sieht man, daB die Charaktere 
(xl GP im l-Block liegen. Dabei sei 1 # x # /\. Angenommen v@ = (x#)@ 
lie@ im I-Block. Dann gilt fur alle S E G: 
1 S@ i JJ$+ ~+ I SC5 j (q), 
, CJui , +w -- (pf + 1) pi VW i-- as) = pf(#(q + G(S)), 
rl”(E) pf t 1 
Also folgt 
/ ,P 1 _- (p’ A- 1)p’ I 0 (q). 
1cl(S) + &Y E c( 
4(S) MS) + $wv~ E 9 
C(S)? + 1 E q 
yqS)2 x55 1 (q) 
$(S2) == 1 (q) 
4(S) g 1 (cl), fur alle S E 6 
d.h. $@Y = 1 fur alle SE G. 
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Da aber 4(S) eine m-te Einheitswurzel ist (mit 2 { m) und N einen 
Isomorphismus der m-ten Einheitswurzeln von L auf die m-ten Einheits- 
wurzeln von E bewirkt, folgt 4(S) = 1 fiir alle S E 6, also # = 1. Also sind 
U,~>~1>3/2,(xlP 1 #x#fld ie om k ~1 exen irreduziblen Charaktere aus 
dem l-Block. Insbesondere enthHlt der I-Block genau 3 + 2”-’ irreduzible 
komplexe Charaktere. Die Charaktere 6 * liegen in B&ken vom Defekt 0. 
Es verbleiben somit noch genau (1/4)(pf - 5) - (2*-2 - 1) = (l/4)(+1) - 
2a-2 = 2a-2 . m - 2a-2 = 2”-l . (m - I)/2 Charaktere y@, die in Bliicken 
vom Defekt a - 1 liegen. Die Charaktere {(x4)@ 1 x E 6, 1 + 4 fest} liegen im 
selben Block, da sie auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen. Es gibt also 
hiichstens (m - I)/2 BlGcke vom Defekt a - 1. Wegen [I, Theorem 61.61 
bleiben alle (x$)~ mit 1 # 4 bei Konstantenreduktion irreduzibel. 
Aus der Unzerlegbarkeit des Ausschnittes der Cartanmatrix zu jedem 
Block folgt, daB jeder Block vom Defekt a - 1 genau einen irreduziblen 
Brauercharakter enth8lt. (~4)~ und (~‘4’)~ liegen also genau dann im selben 
Block, wenn sie auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen. Seien (x#)@ und 
(~‘4’)~ im selben Block: Dann gilt: 
549 + d(S) = $w) + $‘(S) 
#(S) bw) + VW)) = !!w bw) + d’(S)> 
#(S) VW) + 1 = #(S) .$Ys-l) + ?w) #‘(s-1), fiir alle S 6 6 
074 d)G + 1 = ($4 $76 + 674 sL’)G . 
Wegen (#, 4)~ = 0 gilt I/ = $’ oder $ = #‘. Daraus folgt, da0 es mindestens 
(m - 1)/2 Blijcke vom Defekt a - 1 gibt. 
Es gibt somit genau (m - 1)/2 Bliicke vom Defekt a - 1, von denen jeder 
2ap1 irreduzible komplexe Charaktere und 1 irreduziblen Brauercharakter 
enthglt. Der 1 -Block enthglt demnach genau 3 irreduzible Brauercharaktere 1, 
/$ , f12 . Wir wollen nun den Ausschnitt der Zerlegungsmatrix zum l-Block 
bestimmen. 
Die Gruppe PSL(2, pf) besitzt eine zweifach-transitive Permutations- 
darstellung auf pf + 1 Punkten. Wir machen den L-Vektorraum V der 
Dimension n = pf + 1 zu einem L[B]-Modul durch viG = qc wenn 
v = (2’1 ,...) v,). Sei D die dazugeh6rige Darstellung. Dann gilt D = 
D, + D, wobei D, die triviale Darstellung ist und D, eine andere irreduzible 
Darstellung. Dabei ist unser Charakter 01 gerade der Charakter zur Darstellung 
D, . Nach der Konstantenreduktion gilt das Entsprechende fiir einen n- 
dimensionalen L-Vektorraum P; P = (a, ,..., a,) +YiG = & . 
Mit [2, V, 20.31 und 2 1 n folgt, daf3 in der Kompositionsreihe von v 
zweimal der Modul zur I-Darstellung vorkommt. Das bedeutet, daD in der 
Zerlegung von OL in irreduzible Brauercharaktere der I-Charakter vorkommt. 
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Es gilt y1 + yz = 1 T Q: auf allen 2’-Elementen. Wegen ~~1% = pa und 
01 /Q == pi tauchen bei yi und CL nur die Zerlegungszahlen 0 und 1 auf. Also 
kommt der 1-Charakter in der Zerlegung von 01 und yi (i = 1,2) jeweils 
genau einmal vor. Da y1 und yz nicht auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen, 
haben sie verschiedene Zerlegungen. Aufierdem gilt fiir 2’-Elemente 
r1+ Y2 = (xl)@. 
Damit ist die Zerlegungsmatrix bereits bestimmt. 
1 ’ I 0 0 
a 1 1 1 
Yl 1 1 0 
Yt 
p 
~ 1 0 1 
2 1 1 
Fiir die Grade der irreduziblen Brauercharaktere gilt: 
/3,(E) := (p’ -- l)i’2, (i = 1, 2). 
(b) Sei pf :~. -l(4). V’ir setzen ?B =:= I x G mit , c , :-. 2” 1 und 
; E / -= m, 2 { m. Dann gilt: Anzahl der 2’-Klassen, 3 2 ((p” - 3)/4) L- 
(m - 1)/2; dnzahl der Blacke vom maximalen Defekt, 1; Anzahl der BlBcke 
vom Defekt 0, (l/4)(@ - 3). 
Fiir 6 E $j setzen wir wieder S = x . 4 mit x E fi und 1F, E g. \Vie in Teil (a) 
sieht man mit Hilfe der entsprechenden Kongruenzen, da0 (1, 01, y1 , y1 , 
(xl)* ; 1 j_ x # X} gerade die sgmtlichen irreduziblen komplexen Charaktere 
aus dem l-Block sind. Insbesondere enthilt dieser genau 3 + 2a-” irreduzible 
komplexe Charaktere. 
Die Charaktere $F liegen in Bliicken vom Defekt 0. Es verbleiben noch 
$(p’ - 3) - (2a-2 - 1) = 2a-l . (m - 1)/2 Charaktere 6*, die in B&ken 
vom Defekt a ~ 1 liegen. Die Charaktere {(x4)* I x E c, 1 # # fest} liegen 
im selben Block, da sie auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen. Es gibt also 
hachstens (m - 1)/2 Blijcke vom Defekt a - 1. Wegen [l, Theorem 61.61 
bleiben alle (x#)* mit 1 # I,!J bei Konstantenreduktion irreduzibel. Aus der 
Unzerlegbarkeit des Ausschnittes der Cartanmatrix zu jedem Block folgt, daL? 
jeder Block vom Defekt a - I genau einen irreduziblen Brauercharakter 
enthilt. (x$)* und (x’$J’)* liegen also genau dann im selben Block, wenn sie 
auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen. Seien (xQ!J)* und (,y’$‘)* im selben 
Block. We in (a) folgt, daB dann JI =-: $’ oder J, = y!~’ gilt. Daraus folgt, da0 
es mindestens (m - 1)/2 BlGcke vom Defekt a - 1 gibt. Es gibt somit genau 
(m - I)/2 BlGcke vom Defekt a - I, von denen jeder 2”-’ irreduzible 
komplexe Charaktere und 1 irreduziblen Brauercharakter enthalt. Dcr 
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l-Block besitzt demzufolge genau 3 irreduzible Brauercharaktere I, /3, , /& . 
Wir wollen jetzt den Ausschnitt der Zerlegungsmatrix zum l-Block 
bestimmen. 
Bemerkung. Sei pf = -l(4). Dann ist $W eine Frobeniusgruppe mit 
2 { 1 ‘$Ql :. Die irreduziblen Charaktere von ‘VU sind: [ 11 j = (pf - 1)/2 
lineare Charaktere ei die ‘$? im Kern haben. 
IPI- 
IW 
= 2 Charaktere 7i vom Grad q. 
Sei 1 + p ein irreduzibler Brauercharakter von PSL(2, pf). /3 1%~ zerfillt 
in irreduzible Charaktere von ‘@U. Sei P E ‘@ Wegen P $ Kern /3 folgt 
/tuu , TJ # 0 fiir i = 1 oder i = 2. Wegen TV = L$(pf - 1) folgt 
$) > 4(pf - 1). 
Wie in Teil (a) treten such hier nur die Zerlegungszahlen 0 und 1 auf. 
Die Charaktere y1 und yz stimmen nicht auf allen 2’-Elementen iiberein, 
haben also verschiedene Zerlegungen. Aus obiger Bemerkung folgt: 
Yl = PI und yz = pz . 
Fiir 2’-Elemente gilt: 
Ylt-Ys =a* und 1 + 6” = OL. 
Damit ist die Zerlegungsmatrix wieder bestimmt. 
01 
Yl 
Ys 
s* 
1 Pl PP 
1 0 0 
I 1 1 
0 I 0 
0 0 I 
0 1 1 
Fiir die Grade der irreduziblen Brauercharaktere gilt: 
Pi(E) = w - I)/21 (i = 1, 2). 
IX. 6 -2 PSL(2, pf), 2 -? q = p 
Urn die Frage nach den irreduziblen L[SL(2,pf)]-Moduln zu klgren, 
zitieren wir folgenden Satz (Siehe [4]): 
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SATZ 9.1. Sei c’,,, der e[SL(2, pJ)]-Modul der homogenen Pobvzome in x, y 
zom Grad m mit (Syj)G = (a+ + ~,,y)~ (aolx + a,,y)i wenn 
Sei V,,,” (v : 
Grad m mit 
G = c::: I :;I) E X(2, p’). 
0 ,..., f - 1) der Modul dev homogenen Polynome in x,, , ?‘” vom 
wenn 
Dann sind die k*(m, ,..., mf_ 1 ) =: V,“, @ Vi, @ ... @ Vi& mit mi E 
(0 ,..., p - 1) gerade die stimtlichen irreduzi&en E[iL(2, pf)]-Moduln. 
Die Darsteilungen von PsL(2, pf) sind gerade diejenigen die ((A -y) im 
Kern haben, also diejenigen, fur die m,, -1 m, -J- ... + m,. r :-: 0 (2) gilt. 
Wir wollen uns nun die Brauercharaktere zu den Moduln V(m, ,..., mf_,) 
ansehen. Dabei beziehen wir uns zuerst auf die Gruppe SL(2,pf). Wir 
interessieren uns fur die Einschrankung der Brauercharaktere auf die zyklische 
Untergruppe 11 der Ordnung pf - 1 und die zyklische Untergruppe ‘23 der 
Ordnung pf + 1. Man iiberlegt sich leicht folgendes: 
1st /31L der Brauercharakter von V:?,, , so gilt 
mit (7) = fi, und 
mit (S) = $3. 
1st Pm o ,,,., 1,1,--1 der Brauercharakter von V(m, ,..., mf-,) so gilt: 
f-1 
Sei nun 2::: m, g O(2). Dann konnen wir ,8nt,,.,,,W,,-, auffassen als 
Charakter von PSL(2, pf). 
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Das he&, wir k6nnen p,,,, ,..., mf-l~u bzw. 
/3n~o,,,.,m,+l 1~ als Charaktere von U/(--E) bzw. U/(--E) 
betrachten. 
Multipliziert man die rechte Seite aus, so treten nur gerade Exponenten auf, 
also Charaktere aus (72). 72 ist aber gerade ein erzeugender Charakter von 
G-3. B ezeichnen wir 7a aufgefaBt als Charakter von U/(--E) mit ;i, 
-c --(l12hid 7 )- 
W) 
~-(l12hini 
)* 
W) 
Entsprechend gilt: 
Prrodn~, I%/<-E) 
f-l 
Dabei sind (Fl) und (F2) erst nach Ausmultiplizieren der rechten Seiten 
sinnvoll, da sonst Exponenten auftreten, die nicht in Z liegen. 
Im Folgenden wollen wir nur die PSL(2, pf) betrachten, und statt U/(--E), 
s/(--E), +j und 8 einfach nur U, B, 7 und 6 schreiben. Es gilt dann 1 II 1 = 
i(pf - 1), / !-I? j = $(pf + l), (7) = a, (6) = $3. AuBerdem wollen wir 
statt 76 und 6* genauer 7j@ und 8* schreiben. 
DEFINITION 9.2. Sei 5 = {I / I = (il ,..., &), 0 < ij <p - 11. Fur IE 5 
definieren wir die Mengen 
Z;(I) = 4 i Cj(p - 1 - ij)pi-l j cjE{l, -I} 
i j=l i 
‘f(l) = t i Sj(i, -2dj)Pim1 1 2ijE{], -l),2dj <i,,. 
j 
,- I ! 
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Statt C-(i, ,..., ir) schreiben air 1; und statt ,13~,,,,,,,, schreiben wir ,6, mit 
I :: (iI ,..., ifI. Den folgenden rein kombinatorischen Hilfssatz geben mir 
wieder ohne Beweis an. 
HAUPTSATZ 9.4. Sei 6 = {I ) I E 3, C:=, ii = O(2)): 
(a) Sei 7fC1’ x x,ts d,,p, die Zerlegung um yjG in irreduzible Brauer- 
chavaktere so gilt 
dj, = I, fiir [j, &(pf - I) - j] n &(I) + ,C 
= 0, sonst. 
(b) Sei D* =xIE6 d,,p, die Zerlegung aon 8~* in irreduzible Brauer- 
charaktere, so gilt 
dj, == 1, fiiy (j, A(pf $- 1) -- jj n Z,(I) =f 53 
= 0, sonst. 
(c) Sei pf - l(4): Sei y1 ,2 = z,s6 d,/3, , so gilt 
d, = 1, fiir a(pf - 1) E LTf(I) 
=-= 0, sonst. 
(d) Sei pf ~-: -l(4): Sei y1 s2 = Clcs d,/3, , so gilt 
d, = 1, fiir i(pf + 1) E LTf(I) 
Lr.7 0, sonst. 
Beweis. (a) Sei %I = {/3, j j E t;(I)} und ‘3 = {is, 1 $(pf - 1)-j E Z;(I)]. 
Zeige, ‘9J1 n ‘$ = ~1 ; Ang. fi, l %n CT !JI mit I = {il ,..., if}. Dann gilt: 
j =: 4 i, ck(p - 1 - ik) ph-I 
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Sei J = (k j ck = Q’}. Es folgt: 
i(pf - 1) = 1 Ek(P - 1 - ik) pk-1. 
IiSJ 
Sei 
]l:={kIkEj, q;=l} 
Jz:=(kikEj, cE= -I}. 
Nit 
(I ;2)(pf - 1) = i ((p - 1):‘2) p’<-1 
P=l 
folgt 
Gibe es ein k, mit k, $ J = J1 u J2 , d ann wiirde links in der p-adischen 
Entwicklung der Term pko-1 mit von 0 verschiedenem Faktor auftreten, 
rechts dagegen nicht. Also gilt J = {I ,..., f}. 
Daraus folgtj = $(pf- 1) -j. Das stimmt jedoch nicht. Also 9131 n ‘$1 = 3. 
Wir setzen /3r = c,m 8, und p, = Cst /3, . Mit Hilfssatz 9.3 folgt nun: 
p, :% __ 1 + ? + rl-l + q + 7l-2 .+ . . . + 411.2)(11'-1)-j + ~4(1,2)(1L1)4 
B 
2 ro=lirltrl-li...t'II+rl-j. 
Also gilt (/3r + /I,) Irr = 2prt + 7’ + 7-j, wobei prr der regular-e Charakter 
von 11 ist. AuBerdem gilt 
P 1 is Z 1 + 6 + 6-l + .‘. + 6 (1,:2)(&1)-j __ &-l(l/2)(pr-1)-j) 
P21s = 1 is+&-1 + . . . LSj+S-j. 
Also (/3, + p2) j% == 2p, . 
Somit stimmt (13, + p2) auf allen p’-Elementen mit $6 tiberein, und 
Teil (a) ist bewiesen. 
Die Beweisteile (b), (c), und (d) verlaufen vijllig analog. 
48rl4oir-7 
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Als Beispiel diene die Zerlegungsmatrix der Gruppe PSL(2, 25): 
5%l~ Pkl2) Pw Pill) Pi131 Pm P{22} PI24 Pt311 P(33l Pm PC421 PM - 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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